Epiciclos e Interpolacao Trigonomeétrica

Matematica: fungbes

GUIA DO PROFESSOR

Caro professor, caso tenha algum questionamento de qualquer natureza, ndo hesite em nos contactar pelo
e-mail:

conteudosdigitais@im.uff.br

DESCRICAO

A teoria dos epiciclos (que estuda um certo tipo de composi¢do de movimentos circulares) foi usada pelos
gregos antigos para modelar o movimento aparente de planetas. Além disso, esta composicao de
movimentos circulares também permite desenhar varias curvas classicas interessantes. Nesta atividade
propomos um aplicativo interativo que explora trigonometria, curvas, nimeros racionais e irracionais
através da teoria dos epiciclos.

OBJETIVOS

Explorar a conexdo entre fungdes trigonométricas e o circulo, com especial énfase em amplitudes e
frequéncias de movimentos circulares; praticar geometria analitica no plano; explorar nimeros racionais e
irracionais em um contexto geométrico (orbitas periddicas).

QUANDO USAR?

Sugerimos que a atividade seja usada depois da apresentacdo das fungdes trigonométricas (o que
usualmente ocorre logo no final do primeiro ano do ensino médio).

COMO USAR?

Decidir como usar o computador é uma questdo que depende de alguns fatores: numero de alunos na
turma, nimero de computadores disponiveis no laboratério de informatica e tempo disponivel em sala de
aula. Em virtude disto, vamos sugerir trés estratégias de uso desta atividade:

1. Como um exercicio extraclasse.

Nesta modalidade, vocé pode propor a atividade para seus alunos como um dever de casa
(valendo um ponto extra), para ser realizado fora do tempo de sala de aula, isto ¢, em um
horario livre no laboratério da escola ou na propria casa do aluno, caso ele possua um
computador. Voc€ pode definir um prazo pré-determinado para a realizagdo da atividade (por
exemplo, uma semana). Achamos que nao € preciso que vocé explique o funcionamento do
software da atividade, pois incluimos uma animagdo ilustrando todos os seus recursos.
Naturalmente, no decorrer do prazo do dever de casa, vocé podera tirar duvidas eventuais de
seus alunos.
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Para tornar o trabalho mais orientado e focado, recomendamos fortemente que o dever de casa
seja conduzido através de algumas questdes que os alunos deverdo estudar com o auxilio do
software da atividade. O formulario de acompanhamento do aluno, apresentado mais embaixo,
sugere varios exercicios. Este formulario também serd util como instrumento para uma
discussdo posterior em sala de aula (quando da devolugdo do formulério) e fornecera subsidios
para uma possivel avaliagao.

2. Em sala de aula com um projetor multimidia (datashow)

Se vocé tiver acesso a um projetor multimidia (datashow) ou a um computador ligado na TV,
vocé podera usar o software desta atividade em sala de aula para, por exemplo, ao invés de
desenhar os poliedros no quadro, exibi-los e manipuld-los através do computador. Se houver
tempo, mesmo alguns exercicios do formulario de acompanhamento do aluno poderdo ser
resolvidos em sala de aula sob sua orientagao.

3. Como uma atividade de laboratorio sob a supervisdo do professor.

A grande vantagem desta modalidade € que vocé poderd acompanhar de perto como os seus
alunos estdo interagindo com o computador.

Principalmente nas modalidades 1 e 3, recomendamos fortemente que o aluno preencha algum tipo de
questionario de acompanhamento, para avaliagdo posterior. Sugerimos o seguinte modelo (sinta-se livre
para modifica-lo de acordo com suas necessidades):

epiciclos-aluno.rtf.

Este formulario de acompanhamento do aluno também estara acessivel na pagina principal da atividade

através do seguinte icone:

As respostas dos questionamentos propostos neste formulario ndo estdo incluidas com a atividade, mas
elas podem ser solicitadas através do e-mail conteudosdigitais@im.uff.br.

OBSERVACOES METODOLOGICAS

Relatos de experiéncias (comprovados em nossos testes) mostram que os alunos t€m forte resisténcia em
preencher o formulario de acompanhamento. Mais ainda: estes relatos mostram que, frequentemente, os
alunos conseguem argumentar corretamente de forma verbal, mas enfrentam dificuldades ao fazer o
registro escrito de suas ideias.

Mesmo com as reclamagdes e resisténcia dos alunos, nossa sugestdo € que vocé, professor, insista no
preenchimento do formuldrio. Afinal, por varios motivos, ¢ muito importante que o aluno adquira a
habilidade de redigir corretamente um texto matematico que possa ser compreendido por outras pessoas.

OBSERVACOES TECNICAS

A atividade pode ser acessada usando um navegador (Firefox 2+ ou Internet Explorer 7+), através do link
http://www.uff.br/cdme/epiciclos/ (enderego alternativo: http://www.cdme.im-uff.mat.br/epiciclos/). Se
vocé preferir, solicite que o responsavel pelo laboratorio da sua escola instale a atividade para acesso
offline, isto €, sem a necessidade de conexdo com a internet.
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A atividade pode ser executada em qualquer sistema operacional: Windows, Linux e Mac OS. Porém,
para executa-lo, ¢ preciso que o computador tenha a linguagem JAVA instalada. A instalagdo da
linguagem JAVA pode ser feita seguindo as orientagdes disponiveis no seguinte link http://www.java.com

/pt BR/.

Atencao: se vocé estiver usando a atividade offline através de uma copia local em seu computador, €
importante que os arquivos nao estejam em um diretorio cujo nome contenha acentos ou espagos.

Importante: algumas distribuicdes Linux vém com o interpretador JAVA GCJ Web Plugin que nao €
compativel com o applet da atividade. Neste caso, recomendamos que vocé solicite ao responsavel pelo
laboratdrio da escola que instale o interpretador nativo da Sun, disponivel no link http://www.java.com

/pt BR/.

Acessibilidade: a partir da Versdo 2 do Firefox e da Versiao 8 do Internet Explorer, é possivel usar as
combinagdes de teclas indicadas na tabela abaixo para ampliar ou reduzir uma pagina da internet, o que
permite configurar estes navegadores para uma leitura mais agradavel.

Combinacio de Teclas Efeito
il +]* Ampliar
gl + Reduzir
Ctrl 0 .
+ Voltar para a configuracao inicial

Vantagens deste esquema: (1) além de areas de texto, este sistema de teclas amplia também figuras e
aplicativos FLASH e (2) o sistema funciona para qualquer pagina da internet, mesmo para aquelas sem
uma programacao nativa de acessibilidade.

DICAS

1. A atividade pode ser desenvolvida em parceria com o professor de fisica da sua escola. Além
dos aspectos matematicos, aspectos fisicos (por exemplo, qual é o real motivo para o abandono
da teoria dos epiciclos?) desdobramentos historicos e outros modelos para o sistema solar
podem ser explorados juntos.

2. O Episodio 4 Harmonia dos Mundos, do seriado Cosmos do astronomo Carl Sagan, apresenta
com exceléncia os modelos ptolomaico, coperniciano e kepleriano para o sistema solar. Caso
exista a oportunidade, recomendamos fortemente que este video seja apresentado aos alunos
antes da execucdo da atividade!

Foto: NASA (Wikimedia Commons).
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3. O professor de fisica Dennis Duke da Universidade Estadual da Florida, Estados Unidos da
América, oferece uma colecdo muito interessante de animacoes em FLASH exibindo os varios
modelos para o sistema solar desenvolvidos ao longo da historia. Vale a pena conferir!

QUESTOES PARA DISCUSSAO APOS A REALIZACAO DA ATIVIDADE

Sugerimos fortemente que seja feita uma discussdo com os alunos apos a realizagdo da tarefa. Se vocé
optou por leva-los ao laboratorio, isto pode ser feito no proprio laboratorio, logo apds o término da
atividade. Se vocé optou por um exercicio extraclasse, a discussao pode ser feita quando da devolugdo do
questionario. Esta discussdo pode incluir as diferentes estratégias de solucdo dos exercicios adotada por
cada aluno, a comparagdo das respostas dos alunos, as dificuldades encontradas na realizagdo dos
exercicios, a énfase em propriedades e resultados importantes, as informagdes suplementares, etc.

AVALIACAO

Como instrumento de avaliagdo, sugerimos que vocé pega para os alunos elaborarem um relatorio
descrevendo as perguntas e respostas apresentadas na discussdo em sala de aula. Nesse relatorio, o
professor podera avaliar as capacidades de compreensdo, argumentagdo e organizagdo do aluno.
Recomendamos que o questionario preenchido durante a realizacdo da atividade seja anexado ao
relatorio.
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Duividas? Sugestdes? Nos damos suporte! Contacte-nos pelo e-mail:
conteudosdigitais@im.uff.br.
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Anexo

Formulario de Acompanhamento do Aluno



Atividade: epiciclos e interpolac¢ao trigonométrica

Aluno(a): Turma:

Professor(a):

PARTE 1: O MODELO BASICO DA TEORIA DOS EPICICLOS

Nos exercicios que se seguem, lembre-se que as coordenadas do ponto amarelo em fungao do tempo t sdo dadas por

X =17 cos(w; t) + 1, cos(w; t),
y =1 sen(w t) + 1, sen(wy t).

[01] Considere os valores r; =2, w; = 1, r, = 1 ¢ w, = 8. Quais sdo as coordenadas do ponto amarelo quando t = w/2? Para
conferir sua resposta com o aplicativo da atividade, forneca os dados r; =2, w; =1, 1, =1 e w, = 8 nos campos respectivos (se
vocé estiver usando o aplicativo pela primeira vez, estes ja sdo os dados iniciais), digite pi/2 no campo de nome “t” e, entdo,
pressione o botdo “Atualizar!”.

[02] Para cada um dos experimentos indicados na tabela abaixo,

(a) faga uma simulacdo no aplicativo da atividade (para isto, digite os dados da tabela nos campos do aplicativo e, entdo,
pressione o botdo “Animar!)”,

(b) elabore uma conjectura sobre a trajetéria do ponto amarelo (A curva em azul é um circulo? E uma elipse? E uma parabola?
Etc.) e

(c) tente provar sua conjectura usando as equagdes para as coordenadas do ponto amarelo em fungéo do tempo t dadas acima.

Experimento r; W r; W, Trajetoria
1 2 0 1 8
2 2 1 1
3 1 1 1 -1
4 2 1 1 1

[03] No Experimento 2 do Exercicio [02], o ponto amarelo esta girando em torno do centro do epiciclo ou ele estd parado com
relacdo a este centro? E no Experimento [04]?

[04]Ser;=1,w;=1,1,=1 e w, =1, a trajetoria do ponto amarelo ¢ um circulo. Para ty;, = 0 € ty,x = 20.0, o ponto amarelo da
mais de trés voltas em torno do centro do deferente. Com t,,;, = 0, qual deve ser o valor de t,,,, para que o ponto amarelo dé
exatamente uma volta em torno do centro do deferente?

[05] O valor do campo w; descreve a velocidade angular com a qual o ponto laranja (centro do epiciclo) se move sobre o
deferente. O que acontece com o ponto laranja quando w; = 0? E quando w; < 0? E quando w; > 0? Dica: experimente fazer
varias simulagdes com o aplicativo da atividade usando valores diferentes para w;!

[06] O valor do campo w, descreve a velocidade angular com a qual o ponto amarelo se move sobre o epiciclo. O que acontece
com o ponto amarelo quando w, = 0? E quando w, < 0? E quando w, > 0? Dica: experimente fazer varias simulagdes com o
aplicativo da atividade usando valores diferentes para w,!

[07] (Rosaceas, Parte 1) Quando 1, = 15, a trajetdria (curva) que o ponto amarelo descreve recebe o nome de rosdcea. Neste
exercicio nos concentraremos no caso em que w; € w, possuem sinais contrarios. Use o aplicativo da atividade para desenhar as
rosaceas indicadas na tabela abaixo. Tente identificar um padrdo entre os parametros w; € w, € o numero de pétalas da rosacea.
Dica: para ndo ter que efetuar a animag@o em cada experimento, coloque o valor de t igual ao valor de t,,,,, mude os valores de
Wi € W, apenas e, entdo, pressione o botdo “Atualizar!”.

Experimento I W I, W, [W1/ W, Numero de Pétalas
1 2 2 2 -1 2
2 2 3 2 -1 3
3 2 4 2 -1 4
4 2 5 2 -1 5




5 2 6 2 -1 6
6 2 6 2 -2 3
7 2 6 2 -3 2

[08] (Rosaceas, Parte 2) O que aconteceria se, na tabela do exercicio anterior, vocé trocasse os valores das colunas w; e w, (de
forma que as razdes |w,/ w,| ficariam iguais a 1/2, 1/3, 1/4, etc.)? O formato da trajetéria mudaria? Justifique sua resposta!

[09] (Rosaceas, Parte 3) Nos exercicios [07] e [08] as razdes |w/ w,| eram da forma n/1 ou 1/n. O objetivo deste exercicio é
estudar o formato de uma rosacea quando a razdo |w,/ w,| € um niimero racional da forma n/d. Use o aplicativo da atividade
para desenhar as rosaceas indicadas na tabela abaixo. Tente identificar um padrdo entre os parametros w; € w; € 0 nimero de
pétalas da rosacea. Dica: para ndo ter que efetuar a animagdo em cada experimento, coloque o valor de t igual ao valor de t.y,

mude os valores de w; € w, apenas e, entdo, pressione o botdo “Atualizar!”.

Experimento I W r; W, [W1/ W] Numero de Pétalas
1 2 2 2 -3 2/3
2 2 2 2 -4 2/4=1/2
3 2 2 2 -5 2/5
4 2 2 2 -6 2/6=1/3
5 2 2 2 —7 2/7
6 2 2 2 -8 2/8=1/4
7 2 2 2 -9 2/9
8 2 3 2 -2 3/2
9 2 3 2 -4 3/4
10 2 3 2 -5 3/5
11 2 3 2 -6 3/6=1/2
12 2 3 2 —7 3/7
13 2 3 2 -8 3/8
14 2 3 2 -9 3/9=1/3
15 2 8/9 2 —4/3 2/3
16 2 sqrt(8) 2 —sqrt(18) 2/3

Observagdo: sqrt(x) = x(1/2).

[10] (Rosaceas, Parte 4) Se a razdo wi/ w, € um numero racional, entdo a rosacea correspondente ¢ uma curva fechada, isto €,
a trajetoria descrita pelo ponto amarelo sera periddica (tente provar este fato!). Se wi/ w, € um numero irracional, a rosacea
nunca se fechard! Para ver isto, fornega os seguintes valores para o aplicativo do programa:

n=2, wi=1, n=2, w,=pi(onimeron), tnn=0, tn=1000, At=0.1.

Em seguida, mude o valor do campo “t” para 100, 200, 300, até chegar em 1000, pressionando o botdo “Atualizar!” a cada novo
valor. Vocé percebera que quando t aumenta, a trajetéria tende a preencher o circulo de centro (0, 0) e raio 4.

[11] (Cardioide) Quando r; =2, w; =1, r, =1 e w, = 2, 0 ponto amarelo descreve uma curva denominada cardioide. Use o
aplicativo da atividade para desenhar a cardioide. Por que vocé acha que esta curva recebeu este nome?

[12] M. G. Pawley, em seu artigo “Closed Plane Curves Described by Finite and Infinite Sums of Rotating Vectors”, fornece
valores para r;, wy, I € W, para os quais a trajetoria do ponto amarelo descreve uma curva que “aproxima” um poligono regular
de N lados:

ri=1+cos(m/N), w;=1, rp=1-cos(n/N), w,=1-N.

Use o aplicativo da atividade para desenhar a trajetoria que aproxima o heptagono regular (N = 7). Quais sdo os valores de 1y,
Wi, I € W que vocé digitou nos campos do programa?

[13] Quando 1, =2.4, w; = 2.0, 1, = 1.6 e w, =—3.0, o ponto amarelo descreve uma curva denominada hipocicloide de 5 pontas
e 2 tragos. Use o aplicativo da atividade para desenhar esta hipocicloide.

PARTE 2: O MOVIMENTO RETROGRADO DOS PLANETAS

[01] Sandra M. Caravella, em seu artigo “Triangles in The Sky: Trigonometry and Early Theories of Planetary Motion”,
fornece os valores para ry, wy, r, € W, para os quais a trajetoria do ponto amarelo descreve, de forma aproximada, o movimento
de cada um dos planetas da tabela abaixo.



Planeta Iy Wi I W,
Mercurio 2.00 1.00 0.74 3.33
Vénus 2.00 1.00 1.44 0.63
Marte 2.00 0.53 1.32 0.48
Jupiter 2.00 0.08 0.38 0.91
Saturno 2.00 0.03 0.22 1.00

Use o aplicativo da Parte 2 da atividade para visualizar o movimento retrogrado destes planetas no modelo pitolomaico.





